
質問

(¬ｐ∨¬ｑ) → ¬(ｐ∧ｑ)がトートロジーであることを，ラッセル‐ヒルベルトの公理系におい

て証明してください．真理表を用いれば非常に簡単なのは分かるのですが、この制約下では証明で

きません

回答

長い式になるので，次のように省略します。

A ≡ ¬p

P ≡ p ∧ q → p

Q ≡ p ∧ q → ¬p

R ≡ ¬(p ∧ q)

∧ の公理：ϕ ∧ ψ → ϕ

p ∧ q → p

∴ P · · · i1
→ の公理：ϕ→ (ψ → ϕ)

¬p→ (p ∧ q → ¬p)

∴ A→ Q · · · i2
¬ の公理：(ϕ→ ψ) → ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ϕ)

(p ∧ q → p) → ((p ∧ q → ¬p) → ¬(p ∧ q))

∴ P → (Q→ R) · · · i3
→ の公理：(ϕ→ (ψ → χ)) → ((ϕ→ ψ) → (ϕ→ χ))

(A→ (P → (Q→ R))) → ((A→ P ) → (A→ (Q→ R))) · · · i4
(A→ (Q→ R)) → ((A→ Q) → (A→ R)) · · · i5

→ の公理：ϕ→ (ψ → ϕ)

(P → (Q→ R)) → (A→ (P → (Q→ R))) · · · i6
P → (A→ P ) · · · i7

i3 , i6 , i4 より

(A→ P ) → (A→ (Q→ R)) · · · i8
i1 , i7 , i8 , i5 より

(A→ Q) → (A→ R) · · · i9
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i2 , i9 より

A→ R · · · i10
∴ ¬p→ ¬(p ∧ q) · · · i11

同様にして

¬q → ¬(p ∧ q) · · · i12
∨ の公理：(ϕ→ χ) → ((ψ → χ) → (ϕ ∨ ψ → χ))

(¬p→ ¬(p ∧ q)) → ((¬q → ¬(p ∧ q)) → (¬p ∨ ¬q → ¬(p ∧ q))) · · · i13
i11 , i12 , i13 より

¬p ∨ ¬q → ¬(p ∧ q)
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